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極限論の講義について 2 : 連続性








































り一般化して、距離空間 X から距離空間 Y へ
の写像と考えることもできる。以後は、距離空
間の写像について考えることにする。
さて、写像 f：X → Y が連続であるための必
要十分条件は、「位相」の言葉を使うと、Y の





























































X の部分集合 C に対して、C に含まれる点列
が X の点列としての極限点 を持つ
とき、 となるならば、この集合 C を X の
閉集合という。
つまり、C に含まれる点列 が X の中で
収束して、 となるとき、 も C の元




























像 f：X → Y が連続であるならば、Y の閉集合








































さて、今証明したことは、写像 f：X → Y が







X，Y を距離空間としたとき、写像 f：X → Y
が連続であるための必要十分条件は、Y の任意







まず、X 上の距離関数 dX から導かれる関数
を定義すると、これ
が X 上の連続関数となっていることを示して
おく。ここで、p0 は X の定点である。⑴式を
今の場合に適用し、 論法で表記すると、X

























の閉集合 C の逆像 がまた X の閉集合とな















なるような I を採ると、 に対して と
なるので、 が成立し、
が言える。つまり、X の部分点列 と元の




関 数 を 考 え て み る と、 明 ら か に、
が成立しており、 は R の
閉集合であることから、 も Y の閉集合である
ことがわかる。このことは、h の連続性から言
える。今証明しようとしていることの条件は、




れ ら は（*） 式 を 満 た し て い る か ら、
を満足し、当然 の定義に
より、 であり、よって が
得られる。このとき、 は X の閉集合であ
























く。距離空間 X の点 p0 と正の数 に対して、X
の部分集合である
	
を、点 p0 の 近傍という。これを用いて開集
合は次のように定義される。		
〈開集合の定義〉
X の部分集合 U に対して、U の任意の点 p に
対応する適当な正の数 が存在して、
	
とできるとき、U を X の開集合という。また、









X の部分集合 U が X の開集合となるための













ので、補集合 X－U は X の閉集合となることが
わかる。		
②十分条件
























言える。X－U は X の閉集合であったから、
、すなわち となってしまい、矛盾。
こうして、U は X の開集合ではないとして矛






X, Y を距離空間としたとき、写像 f：X → Y
が連続であるための必要十分条件は、Y の任意




Y の任意の開集合 U をとすると、定理Ⅱより
Y－U は Y の閉集合となる。ここで定理Ⅰを用










Y の任意の閉集合を C とすると、定理Ⅱより
Y－C は Y の 開 集 合。 仮 定 よ り、
は X の開集合。よって、
は X の閉集合となり、定理Ⅰから、f の
連続性が導かれる。
こうして、第一節で述べた、「位相」の言葉
による f の連続性に到達したのである。前論考
の極限論からここまで、一つずつ石段を上って
来たわけであるが、一つの石段は低くても、到
達した高さは実はかなりのものであることがわ
かる。なぜならば、すでにトポロジーの第一歩
を踏み出しているからである。
６．おわりに
大学初学年時の講義を想定して、数学のもっ
とも取っつき難いが、しかし非常に大切な集合
の概念による連続性の表現に如何にして到達す
るかを説明してきた。実は、定理Ⅲにおいて、
距離空間の制限を取り払い、かつ定理を定義に
変えたものが、トポロジーの出発点となるので
ある。直感的に連続という概念を理解するのは
容易いのであるが、ここで述べたように、開集
合を用いて表現し、それを論証のみによって理
解することは容易くない。このような高等学校
と大学初年次の講義を繋ぐ解説が非常に不足し
ているのが、今の日本の高等教育の実態である。
学ぶ者の立場に立って、そこのところのギャッ
プが少しでも埋められることを念じて、筆をお
く。
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